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Die Erhaltungsgrofien der klassischen Feldmechanik

Von Lupwic WALDMANN

Aus dem Max-Planck-Institut fur Chemie, Mainz
(Z. Naturforschg. 8a, 417—428 [1953]; eingegangen am 29. April 1953)

Die ErhaltungsgréBlen eines Teilchens, dessen Weltlinie durch das klassische Bopp-
Feynmansche Wirkungsprinzip determiniert ist, werden durch voribergehende Einfiih-
rung einer Lagrange-Funktion und deren kanonischer Impulse gewonnen. Es zeigt sich,
dafB letztere durch einfach gebaute Integralausdriicke dargestellt werden koénnen [Gln.
(16)—(18)]. — Bei Abwesenheit eines dulleren Felds geniigt die Bewegung des Teilchens
mit konstanter Umlaufgeschwindigkeit ¢f auf einem Kreis von geeignetem Radius a (f3)
der feldmechanischen Bewegungsgleichung [Gl. (24)]. Ruhmasse und Spin lassen sich
aus der allgemeinen Integraldarstellung ermitteln [Gln. (29) und (35)]. Auch das von
dem Teilchen erzeugte Feld wird berechnet. — Fir eine spezielle, rechteckige Struktur-
funktion ist die Auswertung einfach. Schreibt man dem Teilchen auch nichtelektromag-
netische Masse zu, so kann man die verfiigbaren Konstanten so einrichten, daB fiir eine
bestimmte Kreisbahn mit nichtverschwindendem Spin die Energie ein Minimum hat.
Trotzdem bleibt es fraglich, ob man so zu ,,klassischen Elementarteilchen‘ gelangt, die
im Grundzustand einen Spin besitzen.

ie bisherigen Arbeiten iiber die klassische Feld-
mechanik! haben, was die Anwendungen be-

daBl t = 4- oo fiir A = &+ oo. Der Einfluf} aller iibri-
gen Teilchen, der Umgebung, auf das herausge-

trifft, insofern Ndaherungscharakter, als nur wenige
zusédtzliche Freiheitsgrade der Partikel betrachtet
werden. Demgegeniiber befal3t sich diese Arbeit mit
der Feldmechanik in der allgemeinen Integralform,
wie sie direkt aus dem Bopp-Feynmanschen Fern-
wirkungsprinzip hervorgeht. Dieses Prinzip deter-
miniert die Weltlinien der Teilchen und damit ist
grundsétzlich alles Wissenswerte gegeben. Seine In-
varianzeigenschaften haben aber Erhaltungssitze
zur Folge und erméglichen die Einfiihrung der Er-
haltungsgréflen Impuls, Energie und Momenten-
tensor. Die Frage, wie diese GroBen fiir ein Teilchen
aus dessen Weltlinie zu berechnen sind, soll unter-
sucht und am Beispiel der Kreisbewegung illustriert
werden.

Die Betrachtungen von Teil I11, die fiir eine spe-
zielle Strukturfunktion gelten, gehen stérker auf
Einzelheiten ein. Doch sind die Ergebnisse iiber
den EinfluB der nichtelektromagnetischen Masse
wohl so typisch, dall ihre Mitteilung gestattet sein
mag.

I. Zur allgemeinen Theorie

§ 1. Die Grundgleichungen der Feldmechanik

Die klassische Feldmechanik faf3t ihre ,,Elemen-
tarteilchen als wandernde Punkte auf. Ein Teil-
chen werde herausgegriffen und durch seine Welt-
linie z, (4) beschrieben (u =1, ..., 4). Dabei ist
x, = ict (t = Zeit). Der Parameter 1 sei so gewéhlt,

griffene wird durch die Wirkung des in Raum und
Zeit vorgegebenen, duBleren Felds erfaBt. Dieses
Feld soll sich aus dem Viererpotential 4* (x) ab-
leiten. Die Riickwirkung des herausgegriffenen Teil-
chens auf die Umgebung wird vernachlassigt.

Zur Festlegung der Weltlinie postulieren Bopp
und Feynman das folgende Prinzip der kleinsten
Wirkung:

W= j (L0 + =AY, (z)) di—=Min., (1)

wobei
e

Ly= — Mc [; w4 (}.)] -

t o [tom e o+ aaa @

Dabei bedeutet M die nichtelektromagnetische
Masse. Zur Abkiirzung ist ’ = dx/d4 und

m:—gkum~mu+Aﬂz 3)

gesetzt. Die Strukturfunktion f (o) ist der Normie-
rungsbedingung

[f)do=1

—®

(4)

1 Wegen der Literatur sei auf die Zusammenfassung
verwiesen, H. Honl, Ergebn. exakt. Naturwiss. 26, 291
[1952].

2 L. Waldmann, Z. Naturforschg. 7a, 645 [1952].
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zu unterwerfen. Die Variation in (1) soll so ge-
schehen, dal} oz, = 0 ist fiir zwei feste Werte 1, ,,
wobei dann 4, - o, 1, > — o gehen sollen. Etwas
ausfiithrlicher ist die Entstehung von (1) z. B. auch
in? dargestellt.

Die nichtelektromagnetische Masse empfindet
man in der Feldmechanik als Fremdkorper. Wir
setzen aber ihre Existenz voraus, einmal der groBe-
ren Allgemeinheit wegen und zum anderen, weil sie
sich in Teil IIT als wesentlich erweisen wird.

Zur expliziten Formulierung der Extremalforde-
rung (1) definieren wir das Viererpotential des Eigen-
felds des Teilchens durch

e s}

AY=ve [ o)z, (A + A)dA. (5)

—®

Das Eigenfeld selbst sei auf der Weltlinie durch

Ff,e,), = AV ox, — 24 |0,

o2}

d
— 2e j d—i [(z, (A) — =, A+ A)z, (A+ A)

—®

— (@ () —2, A+ A)x, A+ 4)1d4  (6)

gegeben. Als dulleres Feld bezeichnen wir entspre-
chend

F§) = edAPjox, — 04 jow, . (6")
Diese Definitionen sind deshalb angebracht, weil,
wie man leicht sieht und in! ausgefiihrt ist, (1) nun
gleichbedeutend ist mit

d — | 7 _i ’
—dTI:.Zl[C(—x,, x,,) = x,“]— p F‘uu Ly . (7)

Dabei bedeutet
F,, =% + FL) (6)

ny

das auf das Teilchen wirkende Gesamtfeld. Die Be-
wegungsgleichung (7) hat wegen (6) den Charakter
einer Integralgleichung. — Von Ausstrahlungsvor-
gingen sei nicht die Rede.

L,

oy,

L,

(;.77”“

2
j g (2, A) £ dA, usw.
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§ 2. Einfithrung kanonischer Impulse
Wie diese einzufiihren sind, ist z. B. aus? zu er-
sehen. Wir kénnen uns hier kurz fassen. Wir setzen
die Entwicklungen
A2
o=—) (x WA+, A)Fr+ - ) ,
x,ul (}' + A) == x,u’ (l) + x,u” (Z') A ‘f' ..

in (2) ein und erhalten fiir die Lagrange-Funktion
im feldfreien Raum einen Ausdruck von der Form

3

Ly= L, (', ’,...). Wir bezeichnen die zu den
,,Koordinaten* x, 2’, «”/, . . . kanonisch konjugier-
ten Impulse mit p, s, ¢, ... und benutzen die Ab-
kiirzung
e .
Dann hat man, vgl. Gl. (9) in2,
oL, a oL,
Py = Ga? ~ W Hmy T (o
oL d oL .
Sy =——7— 7 5 . usw.  (10)

Die zu den z, konjugierten Gréfen p, stellen den
Translationsimpuls dar oder den Impuls schlecht-
hin und (in der 4. Komponente) die Energie. Als
Drehimpulstensor des Teilchens ist der Ausdruck
anzusprechen, vgl. Gl. (11) und (12) in?,

My =2,y — 2 P+ Sia s (11),

wobei

o ’ ’ | ’” ’”
Sa=a 8 —x/ s+ 4 — ' b+ ...

(12)
den ,,Spin‘* des Teilchens bedeutet.

§ 3. Integraldarstellung der kanonischen
Impulse

Die Darstellung der kanonischen Impulse durch
die Reihen (9), (10) usw. erscheint dem Wesen der
Integralgleichungstheorie nicht angemessen. Um zu
einer ibersichtlichen Integraldarstellung zu gelan-
gen, setzen wir die Entwicklungen (3’) in (2) ein.
Dann finden wir

= Me ()t e AR+ [ g ) Add,

—x

31 (13)

—

Dabei wurde einmal partiell integriert und f (c0) =0 benutzt. Ferner haben wir die Abkiirzung (5) ge-

braucht und die HilfsgréBe eingefiihrt
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Wir fithren weitere Hilfsgroen ein durch
ag,u(l) . a:’-g‘"(II) o
gu (A, A) = R y TR (15)
und ersehen aus (9) und (13) nun sofort
"n— 1, ’ € le ‘ 8g 42 !
P,—Mc(—=z,/ =) %, —2—CA\#): J' [gﬂ(ﬂ.,A) A — 8; o T - ] dA
= [lg." 4 4) — 9.0 (2 — 4, 4)]d4
oder -
@ A
P, =Me(—uw /70 —}-——A“”—]—J‘d/lj‘g”(ll,/l)dll. (16)

—o A—A4
Somit wird P, durch eine zweimalige Integration lings der Weltlinie erhalten. Setzen wir (14) in (16)
ein, so kommt nach kurzer Umformung

’ n— Y ’ € e eg df
Pﬂ:Mc (—z,) =) /~.'ltlu -+ ?AL) —I-T j dA j o [z

n (A1) — Z, (A, + A) =) (A) =, (4, + A) d4,.

—® A—A ’
(16")
Setzt man nun darin noch 1; + A = 4,, so wird auch
A )
P, —Mo(—2, 2, %, 22 [ae @ | Lm0 - @da . 06

In dieser Form findet sich die Integraldarstellung
des Impuls-Energie-Vektors schon bei Feynman?.
Es ist ersichtlich, dal p, parameterinvariant ist.

Wir erhalten nun aber nach der hier benutzten
Methode sofort auch die h6heren Impulse. Nach (10)
und (13) ist

s—j[gu , A) 2;2—869; 3'3+...](1A
I [9a" (4, 4) — g (A — 4, 4)
g\l (4, A) - A] dA
——Ta4 f [g‘“ »A) — g (2, )] dA,
oder o
= — {OdAA J"dl f Gu (Ayy A) d (17)
Analog erglbt sich
t,=[dd | i, jdlzfgu g A)dig usw. (18)

—w A—A4

3 R. P. Feynman, Physic. Rev. 74, 939 [1948].

Damit tritt das Bildungsgesetz der Integraldarstel-
lungen klar zutage.

Nach (11) besitzen wir jetzt auch eine Darstel-
lung des Drehimpulses (bzw. des Spins) durch eine
einfache Reihe, deren Glieder Integrale steigender
Ordnung sind. Am Beispiel der Kreisbewegung wird
in § 6 gezeigt, dall diese Reihe konvergiert.

II. Spezialisierung auf Kreishewegung
ohne duBleres Kraftfeld

§ 4. Die Gleichgewichtsbedingung fiir die
Eigenkraft

Wir sehen jetzt von dulleren Kraftfeldern ab und
nehmen an, dal das Teilchen mit konstanter Ge-
schwindigkeit einen Kreis durchlduft. Es wird am
SchluBl dieses § gezeigt, dall bei richtiger Wahl des
Bahnradius die Bewegungsgleichung (7) tatséch-
lich zu jeder Zeit erfiillt ist. Aullerdem ergibt sich
im néchsten §, daf der Impuls (p, , ;) des Teil-
chens verschwindet (was ohnehin aus Isotropie-
griinden klar ist). Mit Honl sprechen wir also von
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einem makroskopisch ruhenden Teilchen, das eine
kreisformige Mikrobewegung ausfiihrt.

Zunichst werde der Zusammenhang zwischen
Bahngeschwindigkeit und -radius dadurch be-
stimmt, daf} wir direkt das Minimum des Wirkungs-
integrals (1) aufsuchen, welches fiir die Kreisbe-
wegung leicht zu berechnen ist.

Die Weltlinie sei durch

ic
Ty =acos), xy=asini, x3=0,2,=1ict=—1%

(19)
dargestellt (¢ = Bahnradius, o = Frequenz). Mit
den Abkiirzungen

aw ,
p=—; 0 = usw.

L. WALDMANN

Dies in (2) eingesetzt, liefert

Mec?
by =

(0)o” dA, (2

(8]
189
-

Pl

also einen von / unabhédngigen, d. h. zeitlich kon-
stanten Wert. Wir gehen gemdall (1) zu W iiber, in-
dem wir iiber N ganze Perioden integrieren:

Nn
W= [ Ldi=2aNL,.
— Nn

W soll extrem sein fiir alle erlaubten Vergleichsbah-
nen, das sind solche mit dx,, = 0 fiir A = + Nz. Eine

i (20) erlaubte Vergleichsbahn ist also ein mit gleicher Fre-
wird, vgl. (3) quenz ebenfalls N mal durchlaufener Kreis vom
R o T Radius a + da, welcher den Kreis (19) in einem
o= (—;) [A%2 — 242 (1 — cos A)], Punkt berithrt. Wegen der Translationsinvarianz
von L, kénnen die Kreise aber auch konzentrisch
& ) —= 6+ A=t +4) o gedacht werden und aus der Forderung W= Extrem-
(w) (A — pEsinA) = wert ergibt sich somit die notwendige Bedingung
2 () Gt A) = — (=) (1 preos 4) = —"7, (), ~o. 23)
c .
(— W (A (@ )) Y l/ e (&l Nach (22) und (21) lautet dies ausfiihrlich
M 2 d '
-ﬁ% eca J [f (o) cos A + d—i (I — cos A) a”J dA = 0. (24)
Durch partielle Integration ergibt sich, wegen f (c0) = 0 und da der Integrand gerade in A ist, auch
®
[ M 2e%a {‘ d (1—cosd)o” | Gt
ﬂlyiﬂz + eyl f (o) |cos A — P T dAJ~O. (24
0
(24) oder (24’) konnen wir als mechanische Gleich- B i p _ g ace (cos },)
gewichtsbedingung der Eigenkraft des Teilchens be- BG) =186 =27 \sin 4
zeichnen. Durch sie ist a = a (ff) festgelegt, wenn K af
f (o) bekannt ist. . J‘ P (1 —cosA — AsinA) dA. (26)

Die Bedingung (24) ist aber auch hinreichend: die
Bewegungsgl. (7) ist erfiillt. Fiir die Kreisbahn (19)
ergibt sich ndmlich aus (6) fiir das magnetische
Eigenfeld H") = HY' = 0 und

e e 2 df ~
Ha():F(l‘-ZIQ[I'eJE(l —cosA)dA. (25)

Fiir das elektrische Eigenfeld folgt £} — 0 und

=i

Die Bewegungsgleichung (7) lautet vektoriell

a Mo  dr

(a) _df( Vi—p —(17)

Mo e

dr

(b) G 5 =0
Nach (26) ist € || ¢ | dy/d¢, also (b) erfiillt. (a) stellt
nur noch eine Bedingung dar (fir die Radialkompo-
nente) und zwar lautet diese
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@

Mowa 2a’e* df
J1i—p B do

—0Qc

+ %) (1 — cos A)

—AsinA]dA.

Man zeigt leicht, daB dies mit (24) gleichbedeutend ist.

§ 5. Impuls und Energie

Zur bequemen Handhabung der Kreisbewegung bedienen wir uns nun der komplexen Schreibweise.

Wir definieren

Nach (16’), (5) und (21) hat man
- Mo , ae® (. ia r iA . r ﬂ
p_——————l/_l_ﬁé ® + — {ze J;f(o)e dA J‘d./l
:QM%V%%E%—jLP(NmA+

Wegen (24) ist also p = p,

x=2x +ix,=ace* p=op, +ip,.

(28)

A

iy O | |
o (1 — e 5 Je*dlll

i —x A—4

(1 —cosA) o ]d/l}.

= p, = 0. Ferner ist, wegen z,’ = 0, auch p; = 0: die Bewegung (19) mit

dem richtigen a(f) reprisentiert ein makroskopisch ruhendes Teilchen.

Die Ruhmasse m lesen wir ebenfalls aus (16”) ab

iMec 1e?

=imec=———
p4 Vl*ﬂz

oder durch partielle Integra.tion auch

]/1_ cw

§ 6. Der Spin

Nach (14) ist fiir die Kreisbahn (19) g, = 0; also
gilt nach (17) und (18) s =¢; = ... =0 und der
(axiale) Spinvektor, definiert durch

S; = 8;, usw.,
ist senkrecht zur Bahnebene (S, = §, = 0). Analog
u (28) definieren wir
8§ =8 418, t=1+1ity,... . (30)

Damit gilt nach (12) fiir die 3-Komponente des
Spins

1
8y = =7 ("*s + a”*t + ...) + konjug. kompl.
(31)
Wir berechnen zunichst s, ¢, ... . Aus (14), (21)

und (28) entnehmen wir fiir
g9=91 119,
die Darstellung
g2, A) =

(A) €%, wo

0,//
j[ )+ 425 | aa

d A2 g
- )(IA.
o

GA) = 6* (—A) = ‘;i %[(e“ 1o —id].
(32)
Einsetzen in (17) ergibt
s=—[G(A dAfdlfe“dl (33)
—® A—A
it r ol .
:TJG(A)[G_I —(1 —1/1)] da.
Analog ist nach (18)
¢it } -
. [e_ A ( —id + ;A))] d4, usw. (34)

Da G (A) = G* (— A), sind die in s, ¢, usw. vor-
kommenden Integrale reell. Der Vektor (s,, s,) hat
also die Richtung des Ortsvektors (z,, x,); der Vek-
tor (¢,, t,) hat die Richtung der Geschwindigkeit
(z,, ) und so abwechselnd weiter.
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Jetzt setzen wir (33) und (34) zur Berechnung des
Spins in (31) ein. Dabei tritt unter dem Integral die

absolut konvergente Reihe auf

@

k3

n=20

[ez—(l+z—{—..—{—z—1:)]=zez.

Ma?w a’e?

S. — _
g J1—pe c

ClE—

Er ist zeitlich konstant, wie es fiir das kraftefreie

Teilchen sein muf3. ’

§7. Der Vektor ¥

Dieser wurde in? eingefiihrt, hat polaren Cha-
rakter und wird von den zeitlichen Komponenten
des Tensors S, gebildet:

. 1C
1T =Sy = T SeT T Syt by
Aus (17) und (18) folgt nach kurzer Rechnung

‘ A2 ( A9
Sy = Jg4(A) o1 d4; ¢, = Jg4(A) 37 d4,---
g; (A) ist ungerade, also s, = 0. Damit 148t sich
T = (T, Ty, Ty) berechnen. Benutzung von (24')
und (29) ergibt exakt

T=—mcg, (36)

Wo t = (¥, Z,, x3) den Ortsvektor bedeutet.
Dieses Resultat 146t sich einfacher wie folgt ge-

winnen. Fiir das kraftefreie Teilchen ist der Momen-

tentensor M, zeitlich konstant, daher speziell

My, = @ py — 2, Py + Sy

=1 (mcxy, + T,) = const.
Aus Isotropiegriinden muf} const = 0 sein und da-
mit hat man (36). !

Fiir das in? eingefiihrte elektrische Moment gilt
also

T=—eg.

M elektrisch = T

Das negative Vorzeichen ist merkwiirdig (Elektro-
nenladung = e = — | e |). Jedenfalls ist aber das
elektrische Moment periodisch veridnderlich. Es ver-
schwindet im Zeitmittel, im Gegensatz zu dem zeit-
lich konstanten magnetischen Moment? 77 ,,,onetisen
= (e/mc) €, wo € der Spinvektor ist.

f(a)(AsinA —2cos/1—}—%

L. WALDMANN

Diese benutzend, findet man ohne weiteres
S;=a [ GA)[l—(1+id)e""]dA.

Mit dem Wert von G aus (32), durch eine partielle
Integration und Verwertung von (24’) erhalten wir
fiir den Spin

A sin A ¢”

= ) dA. (35)

§ 8. Das von dem Teilchen erzeugte
Feld

Dieses Feld leitet sich, vgl. (5), aus dem Vierer-
potential ab

AP =e [ f(0)da, mit o= — X (z, —Z,)2.

Wir haben dabei jetzt den Aufpunkt mit x, den
auf der Weltlinie gelegenen Integrationspunkt mit
x bezeichnet. Wir setzen fiir den Aufpunkt

z; =rsindcos ¢, x,=rsindsing, x;=rcosd,
ic
T, =— A
4 w

und fiir den Bahnpunkt

- e am B s ic ¢

x,=acos), x,=asinl, x;,=0, =x,= ?2.

Mit der Abkiirzung A = 1 — ¢ wird

o= (%)2 (A+@—24)?2— (124 a>—2rasing cos A)
(37)

und somit

A® = A 1A = ae-ie [ f(o)e'dA, AT =0,

” (38)

(39)

tec

AP = i) =

= j f(o)dA.
@9 ist das skalare Potential. Natiirlich ist 4{(2) =
A (2 + 2m) zeitlich periodisch.

Zunichst sollen die Integrale iiber A in (38) und
(39) in solche iiber ¢ verwandelt werden. Nach (37)
ist 0 = o (A4, 1). Die Umkehrfunktion A = A (o, 1)
ist zweideutig, wenn r hinreichend grof3 ist [ndmlich
r>a/(1 — B)]; wir wollen von A ¢, diert UNA Aavanciert
sprechen, was natiirlich nicht bedeutet, dal wir uns
auf die Maxwellsche Theorie beschrinken. Ferner
sei r so gro} vorausgesetzt, dal f (— 7%) ~ f (— o)
= 0.
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7 ¢id ” ¢id \
: (&) — o e —
Dann wird A® = qe ze“”{Jf(a)(aU/aA)ret.da—{—jf(a)(aU/aA)av'dal. (40)
Fiir A, gilt Analoges.
Wir betrachten von nun ab nur noch das Zeitmittel
2n
a0 — %jA;f’ dj.
0
Bei Mittelung von (40) treten die Integrale auf
2n
J’ eiddA
[(@oleA) (0A]DA)] ret., av. ’
0
Es ist aber (¢0/2A); (¢A/64)s = — (¢a/eA); und aus (37) ist zu entnehmen
oo oo 2¢c % 1,
(5 = = (57 =+ 7+ @ = 2rasind cos )% (> 0). =
Damit wird nach (40), weil retardierter und avancierter Beitrag gleich sind,
®© 25
o= Leien [ o) g5 [ eon] dos 20 =0, (42)
—a 0

Analog folgt aus (39)
=] 2n
D0 =2\ jo) | | pda|ae. @3
Tor 2 )@ ’
~0 0
Dabei wurde abgekiirzt

o=1+ ) 7"

Entwickeln der Quadratwurzel in (44) nach Po-
zenzen von 1/r und Einsetzen in (43) ergibt fiir das
zeitgemittelte elektrische Potential

1 3
21 — = gin2
o2 [a (1 5 sin 19)

+ j f@odo|l+ @), @)

o+ a®* —2ra sin ¥ cos A
72

(ﬁ(e):i{l_

r

Dabei wurde die Normierungsbedingung (4) be-
nutzt. Die Glieder ohne f (o) stellen angendhert das
Maxwellsche Potential eines Kreisstroms dar (Cou-
lomb-Potential, ergdnzt durch das Quadrupol-
glied); das Glied mit f (¢) bedeutet die Abweichung
vom Coulomb-Gesetz infolge der verallgemeinerten
Theorie. Wenn a = 0, ist iibrigens nach (37)

4F. Bopp, Ann. Physik 42, 573 [1943], § 2.

* Anm. b. d. Korr. Die in ? vertretene formale
Auslegung der dortigen Gl. (13), daBl namlich aus ihr
generell der g-Faktor 2 fiir das feldmechanische Teil-
chen herauszulesen sei, mochte ich nicht aufrechter-
halten. Um aus der klassischen Theorie etwas iiber
das magnetische Moment zu erfahren, hitte man

_ .2 2\— Y
dA—2C (o + 7?) do,

und es kommt aus (39) streng

@

f (o) do

(D(”)ze ————
Jr+e
=

ein bekanntes Ergebnis von Bopp*.

Fiir das zeitgemittelte Vektorpotential folgt aus
(42)

aef sin &

ore) —
A 272

(— sing, cos, 0) + ((r4)). (46)
Die Strukturfunktion f (¢) geht in die angeschrie-
bene erste Niherung nicht ein, das Vektorpotential
(46) ist das Maxwellsche, hervorgerufen von dem
magnetischen Dipolmoment aef/2 = na® J/c eines
Kreisstroms (J = Stromstdrke). Das durch das er-
zeugte Feld definierte magnetische Moment stimmt
also nicht mit dem in 2 erhaltenen, energetisch de-
finierten iiberein. Das Verhaltnis beider Definitionen
bedarf noch der Klarung *.

adiabatische Vorginge zu betrachten. Das magne-
tische Moment, meBbar durch Stern-Gerlach-Versuch
oder Zeeman-Effekt, erfordert ja eigentlich zu seiner
Definition den Begriff des Quantenzustands. Tat-
sachlich gibt die kanonische Quantisierung der Feld-
mechanik eine klare Auskunft iiber das magnetische Mo-
ment, fiihrt aber keineswegs generell zum g-Faktor 2.
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III. Spezialisierung der Strukturfunktion

§ 9. Die spezielle Strukturfunktion

Um die in IT erhaltenen Ergebnisse fiir Bahn-
radius, Masse und Spin auf ihren physikalischen
Inhalt zu priifen, betrachten wir eine spezielle
Strukturfunktion. Wir wiahlen — aus Griinden der
mathematischen Einfachheit — die Rechtecks-
funktion

flo) = % fiir0 <o <b?; f(0) =0 sonst. (47)
Die Normierungsbedingung (4) ist erfiillt.

Die in der Gleichgewichtsbedingung (24’) und
den Ausdriicken (29) und (35) fiir Masse und Spin
vorgeschriebenen Integrationen sind also zu er-
strecken bis zu einem Wert von A, der nach (21)
der Bedingung

- (—;—) [A2—282(1 —cos A)]  (48)
geniigt. Solche A-Werte sind fortan — ohne beson-
dere Kennzeichnung — immer gemeint. Anschau-
lich bedeutet 2 A den Kreisbogen der Bahn, der zur
Selbstkraft, Energie usw. beitragt.

Wir lesen (48) gleich noch auf andere Weise, in-
dem wir durch aw = fic den Bahnradius a statt der
Frequenz o einfiihren:

a=">bp[A2 — 28 (1 —cos )]~ (49)
’ M e a
"= T b BB

~

|24 -

L. WALDMANN

p denken wir uns kiinftig vorgegeben, A aber ist
durch die Gleichgewichtsbedingung festgelegt, die
wir nun behandeln.

Nach (24) und (21) lautet diese fiir die Struktur
(47)

Mp 2e%a
]fl—ﬂz c*b?
. (1 —cos A) (1 — ffZcos A)
-[sm/l = A Fem A ]:O. (50)

Wir kiirzen ab
N=[A2—28 (1 —cos A)]"* (A — sinA),
2)/1—pB2
2E P 1462 (1 — cos 4)
— AsinA]  (51)
und fithren das dimensionslose Malf3

Mec?
Mm= ezlb

(52)

fiir die nichtelektromagnetische Masse ein. Damit
schreibt sich die Gleichgewichtsbedingung nun

o B
15

Sie bestimmt, bei gegebenem yx und f, die A-Werte
der moglichen Bahnen.

Fiir die Masse entnimmt man aus (29) und (21),
aw = (¢ benutzend,

[F (4, ) — u] = 0. (53)

A2 (1 — p?cos A) ] (54)

A — fp%sin A

Indem man mittels (50) daraus M eliminiert und (49) sowie die Abkiirzung (51) verwendet, kommt

m = be; % [ﬁzj——}— 1— cosA — Asin A + p? (ﬁ;— cos A +1—cosA ;Asin/l)]. (54")
Fiir den Spin folgt aus (35) und (21) — den die Raumrichtung bezeichnenden Index 3 lassen wir
kiinftig weg —
S = Vi]% af + vE . bl_- [A cos A 4 sinA — d SinAA_(lp:Sﬁj ;OS il ] (55)
Indem man wieder mittels (50) M eliminiert und (51) benutzt, kommt
S= ej . —2;’;—3 [A2 —2p2(1— cos/l)]h‘/é [—/12— cosA+1—cosA—AsinA
+ (2 (1 —cos A — %sin2 A)] . (55')
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§ 10. Fallunterscheidung hinsichtlich der
nichtelektromagnetischen Masse

Die Gleichgewichtsbedingung (53) hat stets die
Losung f =0 (keine Zitterbewegung). Um die
anderen, durch bestimmte Werte A (5, 1) gekenn-
zeichneten Zustiande zu finden, verschaffen wir uns
zuniichst einen Uberblick iiber den Verlauf der
Funktion F (A, f), definiert durch (51). Es gelten
die Naherungen

A>l: Fr—2)1—fsind [ A,
ALL: F~ —[1— (@3 — ) &8]/(14 f28)% (14-2p28),

wo & = 5 (1Ai Sk (56)
Es ist ferner
F=0 fir A=0, A}, 2n, ca3n etc.,
wo A, (=0, u=0)=0,73x;
A BrlLp=0~]120—p). (57

Fir =1, A £0 folgt aus (51), dal F =0 ist. Das
Verhalten von F fiir §— 1, A — 0 ist aus (56) zu ent-
nehmen. Man iiberzeugt sich leicht, dal ¥ als Funk-
tion von & ein Maximum durchliuft

F=F,_ =036 fir £ =&* =280, wenn f—1. (58)

F hat also fiir § -1, A - 0 einen nadelférmigen
Verlauf. Abb. 1 vermittelt ein Gesamtbild von
F (A, B).

4 —~F(A.p)

061+

036 -

-1
Abb. 1. Verlauf der das mechanische Gleichgewicht
(53) bestimmenden Funktion F' aus (51).

Es sind demnach die vier Falle zu unterscheiden:

a) Kleine positive nichtelektromagnetische
Masse, 0 <p < 0,36.

Nach Abb. 1 gibt es zu jedem 0 < f <1 endlich
viele Losungen A (f, ) der Gleichgewichtsbedin-
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gung (53). Diese Losungen, nach wachsenden A ge-
ordnet, gehoren paarweise zusammen: A, ,; A; ,
usw. Fiir § — 1, d. h. Zitterbewegung fast mit Licht-
geschwindigkeit, gibt es, wenn ¢ + 0, nur noch die
Losungen A, und A,; diese bestimmen sich nach
(53) und (56) aus

Fao—(1=-29/J1+50+28)=pn (59
Fiir yu < 1 ergibt sich niherungsweise

1 /3 1
5]N—é—+ l/?l“: EZNH_: = 3,

d. h. nach der Bedeutung von &, vgl. (56),
- /3
A~ 12(1—p) (1 2 ]/Eﬂ),
i 1 3
Ay~ )24 (1 *ﬁ),—t (l *3/#),

p—=>1, n <l

Als Beispiel ist in Abb. 2a der Fall 4 = 0,1 skiz-
ziert. Im Sonderfall u = 0 gibt es zu jedem f die
unendlich vielen Losungen A, , welche in (57)
aufgefiihrt sind.

(60)

wobei

‘l/Uﬁ.r)
;_:-4.;: @
2n ‘—“_2 N
i — 5 JLL
o ¥ AL
Berem

Abb. 2. Die durch die Gleichgewichtsbedingung (53)
festgelegten Kreisbigen A in Abhingigkeit von f =v/c
(v Umlaufgeschwindigkeit) a) up = 0,1 (u = Mc?/(e*/b)
M nichtelektromagnetische Masse, b die in der Struk-
turfunktion (47) enthaltene Lange) b) u = 0,4.

b) Mittlere nichtelektromagnetische Masse,
0,36 <pu <0,61.

Nach Abb. 1 hat (53) hier nur die Losungen A, ,
und auch diese existieren nur fir f = fen, WO
Parenz = 1 bzw. 0 ist fiir u = 0,36 bzw. 0,61. Wir be-
trachten niher den Fall

w=036(1+1), wo0<r<1, 1 —p<1. (61)

Dann ist, vgl. (58), & ~ &* = 2,80 und die Entwick-
lung von F aus (56) nach Potenzen von1 — f3 ergibt
als Gleichgewichtsbedingung
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F ~[(28 —1)/JE+1(2E+ D][1 43,65 (1 —p)]
=036(1+7). (62

Da die erste Klammer, vgl. (58), maximal = 0,36
ist, existieren Losungen nur, wenn

ﬁ é/ggrenz =1-

Hier gibt es also Zitterbewegung nur unterhalb der
Lichtgeschwindigkeit. Wenn 8 = fyren,, hat man
nur die einzige Losung &* = 2,80, zu ihr gehort,
vgl. (56),

v
3,65 °

(63)

A* =430 . (64)
Um noch das Verhalten in der Nihe von ., zu
erkennen, entwickeln wir in (62) nach Potenzen von
& — &* und bekommen statt (62)

0,011 (£ —2,80)2=0,36[3,65(1 —f5) —].

Diese Gleichung hat zwei Losungen &, und fiir die
zugehorigen A-Werte findet man

Ay =82)1—-B1+]365(1—p)—»). (65

Als Beispiel ist in Abb. 2b der Fall » = 0,1, d. h.
1= 0,4 und By, = 0,973, skizziert.

¢) GroBle nichtelektromagnetische Masse,
n> 0,61.

Nach Abb. 1 hat hier die Gleichung F' = u keine
Losung, die Gleichgewichtsbedingung (53) wird nur
durch § = 0 erfiillt. Das elektromagnetische Feld
kann also in diesem Fall keine kreisférmige Zitter-
bewegung aufrechterhalten.

d) Negative nichtelektromagnetische Mas-
se, —1 <u <O0.

Nach Abb. 1 hat F = u nur eine einzige Losung
A. Ist speziell u = — 1 + ', wo 0 <»' <1, so ist
dieses A4 <1, man kann F nach Potenzen von A
entwickeln und bei A2 abbrechen. Nach (56) lautet
in diesem Spezialfall die Gleichgewichtsbedingung
(53)

—14+3(t+ )= — 14w,
d. h. Azzl/% /v (66)

In diesem Fall hiatte man gleich von vornherein in
der Lagrange-Funktion hohere als zweite Zeitablei-
tungen streichen konnen; es ist dies der Grenzfall
des Honlschen Pol-Dipolteilchens.

L. WALDMANN

§ 11. Bahnradius, Masse, Spin

Wir behandeln die in § 10 unterschiedenen Félle
a)—d) wieder gesondert.

Fall a)
Als Bahnradius (49) ergibt sich

a="bp/A fir f~0. (67)
Falls # - 1, A — 0 geht, gilt, wegen & vgl. (56),
a~b/A)2(0—p)(1+8). (68)
Somit ist fiir die Zustinde A, , aus (60)
b 4
G Ta—F) (1—ﬁﬂ); (68")
b

5
~ ——— u2 (1 — u?] fi 1 1.
@2 41/3(1—/3)” ( + 2'“) irf~1 <

In Abb. 3a sind die Bahnradien skizziert fiir x =0,1.
Als Masse (54) finden wir, (67) benutzend,

a
y %
1 2
© ®
il
! 'y
a, 15 ~a
02 0' 2 |
I
i H
) ! 1 0 g B
56 54
ﬁgr*a'rz

Abb. 3. Bahnradien a, die zu den A-Werten aus Abb. 2
gehoren a) u = 0,1 b) u = 0,4.

e? e2
Falls f - 1, A — 0 geht, folgt aus (54')
e A2 2 S
m= (1 + 38 [IZa=pa+oa+29.
(70)
Somit ist fiir die Zustinde A, , aus (60)
2 1/1 . 716
o~ s | 0= B (14 T3 ) (10)
2 21—
my ~ becz V_(—#ﬂ—) 1—p2) firp->1, p<LL.

In Abb. 4a sind die Massen fiir g = 0,1 skizziert.
Fiir den Spin (55’) ergibt sich
1—cosA—AsinA
A2)2
fir f ~ 0.

e? ﬂz
SN—C—A

(cos A+
(71)
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Der Klammerausdruck ist positiv fiir die Lésungen
A, 4, .., negativ fiir A, 5 . Positives S bedeu-
tet einen Drehimpuls in der gewshnlichen Richtung
beziiglich des Umlaufsinns der Bahnbewegung. Falls
p =1, A - 0 geht, findet man

m_
¢be?

|
~Mmin 1
1

Bgrenz

Abb. 4. Massen m, sonstiges wie bei Abb. 3.

2 2
se—Salt+38/20-pa+oa+2y.
(72)
Somit ist fiir die Zustinde A, , aus (60)

e? 1 u -
Sim = V27 1 —B) (1 Vﬁ)’ .
8, ——”——(1+i L‘Z)fﬁrﬂ»l <1
T e J2aa—p) 2t e
In Abb. 5a sind die Spinwerte fiir u = 0,1 skizziert.
Es ist zu bemerken, daf3 der Spin stets sehr klein
ist (= e?/c = %/137), auBler fiir die durch A, , ge-
kennzeichneten Zustinde im Fall § — 1.

S 0

& eJc Bgrenz
42 02 t
)] g |
z\ i
n :

0 a 17 lﬂ

~5*

’ l

-

-05 -05 :

Abb. 5. Spins S (senkrecht zur Bahnebene), sonstiges
wie bei Abb. 3.

Wir bemerken ferner, dal gemafl (68), (70) und
(72) gilt
8y, 2~ — (mca); 5 firf—>1, u<l. (73)
Diese Beziehung findet sich schon bei H6nl> fiir
den Fall des Pol-Dipolteilchens.

5H. Hoénl u. A. Papapetrou, Z. Physik 112, 512
[1939], Gl. (91).
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Fall b)

Wir beschrinken uns wieder auf den Grenzfall
(61). Einsetzen der Werte A, , aus (65) in (68)
liefert, nach konsequenter Entwicklung, als Bahn-
radius

5 I
Oy p—y (1+£1,74 13,651 —p) —»),

wo 0<r<l, 1 —8<L1. (74)
Zum Wert B, aus (63) gehort also
b
a* = 0,16 —. (75)

In Abb. 3b ist der Fall » = 0,1, d. h. u = 0,4
skizziert.

In analoger Weise folgt aus (65) und (70) fiir die
Masse

My = o 2,65 | T—B (170,88 3,65 1— ) —»).
(76)

Zu Boren, aus (63) gehort

(77)
m, hat als Funktion von f ein Minimum ; die Rech-
nung ergibt
my = My pin, = m* (1 —0,387)

fiir B = Byrenzs — 0,77 .

In Abb. 4b ist der Fall y = 0,1 skizziert.
Schliellich ergibt sich aus (65) und (72) fiir den
Spin

(78)

2 0,070
Sm:—e—- = (1186 3 65 (1—pB)—»).
(79)
7 Boren, aus (63) gehort
e 0,134
B = = 80
—— (80)

und zu dem Zustand (78
der Spin
SMassenmin. = S* (1+1,26v).
Das Analogon zur Beziehung (73) lautet
S§* = — 0,61 (mca)*.
In Abb. 5b ist wieder der Fall v = 0,1 skizziert.
Fall d)

Es sei wieder speziell u = — 141, 0 <v <1
(Pol-Dipolteilchen). Als Bahnradius (49) ergibt sich
zufolge (66)

a=>b8]1+p2/2(1 —

) minimaler Masse gehort

(81)

(82)

7.



428

Als Masse (54) findet man

e '/ o) ﬁ2
B w]l—p-/(l—% 2), (83)
als Spin (55)

(’2 f 9 1 D /€
S=——pg)v/2]a—p0+p2). (84)
Hier gilt fiir alle f die H6nlsche Beziehung

S = —mcfia. (85)

§ 12. Diskussion

Bei den bisherigen Anwendungen der Feldmecha-
nik!, so auch kiirzlich in der Arbeit von Grosch-
witz®, wurde nicht eigentlich das Wirkungsprinzip
(1) verwertet, sondern die Lagrange-Funktion L,
aus (2) entwickelt und nach den Gliedern z”” abge-
brochen. Das bedeutet, dall nur wenige zusétzliche
Freiheitsgrade der Partikel betrachtet werden. Im
Fall der Kreisbewegung lautet die Bedingung fiir
die Zulissigkeit dieser Naherung offenbar, daf der
zur elektromagnetischen Selbstkraft usw. wesent-
lich beitragende Kreisbogen A <1 ist; fiir unsere
spezielle Struktur (47) ist sie also bei verschwinden-
der nichtelektromagnetischer Masse (u = 0) nur er-
fillt im Grenzfall # — 1 und auch nur fir den durch
A, charakterisierten Zustand aus (60). Tatsédchlich
stimmen in diesem Fall unsere Ergebnisse (70’) und
(72") fiir Masse und Spin mit denen von Grosch-
witz tiberein, bis auf unwesentliche Zahlenfaktoren
wegen etwas anderer Strukturfunktion. Zum Ver-
gleich mufl man lediglich mittels (68’) 1 — f durch
@, ausdriicken und in (70’), (72’) einsetzen, denn
Groschwitz hat die mechanische Gleichgewichts-
bedingung, die zu (68’) fithrt, nicht aufgestellt?.
Unsere Methode ist von den Einschriankungen, wel-
che die erwihnte Naherung mit sich bringt, frei;
sie erlaubt Aussagen iiber alle Zittergeschwindig-
keiten 0 <fi <1 und laBt die groBle Mannigfaltig-
keit der nach (1) moglichen Kreisbewegungen er-
kennen.

Am grollten ist, wie sich im § 10 zeigte, diese
Mannigfaltigkeit, wenn die nichtelektromagneti-
sche Masse verschwindet. Dann und auch noch,
wenn letztere geniigend klein ist (0 <u < 0,36), be-
wegt sich aber die Partikel im energetisch tiefsten

6§ E. Groschwitz, Z. Naturforschg. 7a, 458 [1952].
7 Dadurch ist in der Arbeit von Groschwitz eine
unzutreffende Aussage tiber den Grenzfall f— 1 ent-
standen. Tatsachlich strebt der Teilchenradius — o0
wie 1/(1— f#) — sonst wire die Gleichgewichtsbedingung
verletzt — und daher geht die Ruhenergie des Teil-
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Zustand mit Lichtgeschwindigkeit und hat ver-
schwindende Masse (vgl. Abb. 4a). Das Teilchen
zeigt die Erscheinung der Masseninstabilitit®. Die
Kreisbahn kann aber einem Energieminimum ent-
sprechen, wenn man das Teilchen so stark mit nicht-
elektromagnetischer Masse beschwert, da3 u > 0,36
wird (vgl. Abb. 4b). Man kann die verfiigharen
Konstanten so einrichten, dall dieser Zustand das
Elektron darstellt im Sinn der Hénlschen Analogien
zwischen der Feldmechanik und der Quantenmecha-
nik des Elektrons. Dazu mul} nach (78) und (77) sein

My Min, & M¥ = - 1,38 l‘/r = my_,

be?
ferner nach (81)

e 0,134 R

c Vv 2"
Die in der klassischen Feldmechanik auftretende
Einheit e?/c des Drehimpulses ist klein (%/137). Da-
her ergibt sich fiir » der kleine Wert 4-10~%. Damit
wird dann e?/bc? = 360 my; ; M = pu-e*/bc® = 130
my;. Das Teilchen hétte also ohne Zitterbewegung
die Masse 490 my, , im Energieminimum 1 my und
den Drehimpuls %/2. In diesem Grundzustand hitte
es nach (75) den Radius 0,80 %/my c.

Die Frage, ob damit ein massenstabiles, im ener-
getisch tiefsten Zustand spinbegabtes Teilchen kon-
struiert sei, ob man also in diesem Sinne den Spin
als elektromagnetische Erscheinung auffassen kann,
ist jedoch trotzdem offen. Denn wir haben nur
Kreisbahnen betrachtet und es ist wohl anzuneh-
men, daf es z. B. Pendelbahnen, also spinlose Zu-
stande, gibt mit einer Masse, die geringer ist als die
Minimalmasse der Kreisbahn. Uberdies muB fiir die
Massenstabilitédt nicht nur minimale Energie gefor-
dert, sondern auch die Strahlungskraft in Betracht
gezogen werden. Diese verdndert aber die Mechanik
grundlegend und es tauchen erhebliche Schwierig-
keiten auf®. Als Ergebnis unserer Betrachtungen
konnte man geneigt sein, die Konstruktion von Ele-
mentarteilchen mittels der Feldmechanik zuriick-
zustellen und eine andere physikalische Verwertung
der letzteren anzustreben. Tatsichlich scheint ein
solcher, bereits unternommener Versuch aussichts-
reich zu sein!0.

chens — 0 wie /1 — 8 (keine nichtelektromagnetische
Masse!).
8Vgl. S. 363 f. des Artikels 1.
9 H. Steinwedel, Z. Naturforschg. 7a, 205 [1952].
10 1. Waldmann, Z. Naturforschg. Sa, 329 [1953].



